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FACTORIZACION

Se llaman factores o divisores de una expresién algebraica, a los términos que multiplicados entre  Factorizacion
si dan como producto la primera expresion. _

. Ly - ) 24=2.2.2.3
Al factorizar una expresion, la escribimos como un producto de sus factores. Suponiendo que
tenemos dos niimeros 4 y 7. En este caso, te solicitan sean multiplicados: 4 x 7 = 28 24=2.34

24=4.6
Durante el procedimiento, tenemos un producto de 28 y se nos pide que lo factoricemos; 24 =8.3
entonces, tendremos: 28 = 4 X7
24=12-2
Dentro de los polinomios podemos encontrar expresiones algebraicas que, conforme a la cantidad ¢«——
de monomios que contenga se les clasifica: Multiplicacion
Suma o diferencia
¥ Binomio: expresidn algebraica que contiene una suma o diferencia de dos
2 monomios.
3x° + 2y
Suma o diferencia
Monomios ’& ¢
M .
4x2 + Sxy + 3:}’ onomios

Trinomio: expresion algebraica que contiene tres monomios y entre
estos existe una suma o diferencia. 1\_ . N

Los dos anteriores son tipos de polinomio en los cuales se emplean métodos especiales para factorizar. En el caso de
las expresiones de mas de tres monomios se quedan
denominados con el término polinomio; dado su significado: Suma o diferencia

varios monomios. Monomios

4
Para efectos de poder factorizarlos empleando métodos en 5x"y + 15xyz + 20yz + 10y

especiales. Ejemplo de polinomio, segun la aclaracion L L t

anterior.

CASOS DE FACTORIZACION

La factorizacidn es de extrema importancia en la Matematica, asi es que debes tratar de entender lo mas que
puedas sobre lo que vamos a trabajar. Existen varios casos de factorizacién:

CASO FACTOR COMUN MONOMIO
Es el factor que esta presente en cada uno de los términos del polinomio.

En este caso el factor comun es sélo el coeficiente, ya que no hay literal que esté presente en todos los
monomios. El coeficiente 4 es la cantidad mas pequefia y en esta pueden ser divididos los demas coeficientes.

8a —4b + 16¢ + 12d =
4(2a — b + 4c + 3d)

Explicacion. Se saca el nimero 4 y se coloca
multiplicando al paréntesis. A eso se le dice "sacar éPor qué el nimero 4? Los nimeros 8, 4, 16 y 12, son
factor comun 4". Luego, se divide cada término por | djvisibles 4. Como en todos los términos hay numeros

el nuamero 4, y se colocan todos los resultados | divisibles por 4, se dice que "hay factor comdn 4",
dentro del paréntesis, sumando o restando segun el

signo que resulte de la division. 8esigualad x?2
4 esigualad x1
l6esiguala4 x 4
— =2a 12 esiguala4 x3

Primer término:

Como el numero 4 estd multiplicando en todos los

. :n -
este término resulto "positivo términos, es un "factor coman".
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Segundo término:

Tercer término:

16¢ _4
7 = 4C
Cuarto término:
12d 34
=

Es asi, como obtienes cada uno de los términos de la solucién: 4(2a — b + 4c + 3d)

Encontrar el factor comun 4 significa “dividir a todos los términos por 4”. Al realizar esta division entre un nimero
positivo, los términos resultaron con el mismo signo que ya tenian. Esto por la ley de signos.

VERIFICACION DE LA FACTORIZACION DE LA EXPRESION ALGEBRAICA

Se realiza la distributiva en el resultado. En palabras mas simples, debes de aplicar la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma y la resta. Esto te dara como resultado la expresion algebraica original.

En el polinomio ya factorizado:

4(2a — b+ 4c + 3d)
4 X 2a =8a
4 x (—=b) = —4b
4 X 4c = 16¢
4 x3d =12d

El resultado sera:
8a —4b+ 16¢c+ 12d

Estos son los 4 términos que tenia en el polinomio original, con los signos correctos, entonces esta bien factorizado:
las dos expresiones son equivalentes.

Ahora, no sdélo son divisibles por 4, sino también por 2, y hasta por 1. En este caso es necesario sacar
el mayor nimero posible que divida a todos los términos, y ese nimero es el 4. Es el llamado Maximo Comun
Divisor (M.C.D o D.C.M).

Si no podemos darnos cuenta a simple vista de cual es ese nimero, entonces podemos usar la regla del D.C.M para
calcularlo. Es decir que el "factor comUn" que nos piden sacar entre varios nimeros es su Maximo Comun Divisor.
Para mayor comprension, este ejemplo:

9x3 — 6x% + 12x° — 18x7 =

3x2 (3x — 2 + 4x3 — 6x°) Encontrando el M.C.D.:
Solucién: 18-12-6-9|3
6-4-2-3

y entre las letras es x2, ya que es la x con el menor exponente con que

Se saca el factor comun 3x2. Ya que, el factor comun entre los nimeros es 3, T
aparece en el polinomio.

Divisibles en 2 | Divisible en 3

Se divide cada término por 3x2, recordando que para dividir las letras hay
que restar los exponentes. Aplicando la propiedad de division de potencias de Hasta acé se queda porque uno
igual base. de los coeficientes no es divisible
en el numero 2, el cual divide al
resto de nimero. Por tanto, el
M.C.D es el 3.
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Primer término:
9x3

3x2 = 3x

"9 dividido 3 da como resultado 3""Por el lado de los nimeros"
"x3 dividido x2 = x32 = x1 =x" "Por el lado de las letras".

Segundo Término:
—6x?
3x2

"-6 dividido 3 resulta -2"
"x2 dividido x2 resulta 1"

Tercer Término:
12x5

3x2 4

"12 dividido 3 resulta 4"
"x> dividido x2 resulta x3"

Cuarto Término:
—18x*

T

" -18 dividido 3 resulta -6 "
" x4 dividido x2 resulta x2"

El nimero 3 es factor comun, ya que el nimero 3 divide exactamente a 9, 6, 12 y 18. Es el Maximo Comun Divisor
(MCD o DCM) entre ellos.

Y la “x” estd en todos los términos. Entonces es también factor comun la x con el menor exponente con que
aparece, es decir: x2. El factor comun es entonces 3x2.

EJERCICIO 01: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de factorizacién por factor comin monomio.

1.a% + 2a 2. 10b — 30ab? 3. 10a? + 5a + 1543 4. ab — bc
5.8m? — 12mn 6. 15¢33d? + 60c?2d3 7. 2x3% + 4x? + 8x° 8.10x° — 15x° 4 20x* + 30x?
9. 6x3 4+ 12x% + 18x 3 1 5
10.5x% ——x +>
0 4x 4x+4

CASO FACTOR COMUN POLINOMIO

Es el polinomio que aparece en cada término de la expresién algebraica como ves en los siguientes ejemplos:

Términos

x(a+b)+y(a+b)

L

Factor comun

Simbolo de adicidon (en este caso)

Existe un factor comdn que es (a + b), entonces este sera el factor por el cual divides el polinomio.

x(a+b) y(a+b)
@+rb) ©  @+p 7
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w, " W,

El resultado de la division dard como resultado “x” e “y”, estos irdan en otro paréntesis como resultado de
factorizacion como un producto. Asi:
(a+b)(x+y)

Otro ejemplo:
Diferencia

¢ ¢ Factores restantes

2a(m — 2n) — b(m — 2n)

4 4

Factor comun

2a(m — 2n) B 3 b(m — 2n)

m-zm % T m-zm

(m —2n)(2a — b)

EJERCICIO 02: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de factorizacidn por factor comun polinomio.

La(x+ 1) + b(x + 1) 2.x(p+q)+y3(p + q)

3.m(a + b)+ p(2a + b) 4. (a?+1) —b(a?+ 1)

5. (1 —x)+ 5¢(1 —x) 6.a2+x)—(2+x)

7. x+yn+1)—-3n+1) 8 (a+1)a—-1)—2(a—-1)
9.a(a+b) —b(a + b) 10. 2x +3)(3 —1r) — (2x —5)(3 —71)

CASO FACTOR COMUN POR AGRUPACION

Es llamado factor comun por medio de la agrupacion de los términos de polinomio, si estos pueden reagruparse si
tienen un factor en comun pero a su vez distintos de cada grupo.

Cuando pueden reunirse en grupos de igual nimero de términos se le saca en cada uno de ellos el factor comun. Si
gueda la misma expresion en cada uno de los grupos entre paréntesis, se la saca este grupo como factor comun;
guedando asi una multiplicaciéon de polinomios.

Al momento de iniciar la factorizacién, es importante tener cuidado que vayan quedando iguales los términos de
cada paréntesis, nos hara mas sencillo el resolver estos problemas. Por ejemplo:

(2bx — by — 5b)

I P
2ax + 2bx — ay + 5a — by + 5b
L |

(2ax — ay — 5a)
(2ax — ay — 5a) + (2bx — by — 5b)
Se agrupan los términos que tienen un factor comdn:
(2ax — ay + 5a) + (2bx — by + 5b)
Se encuentra el factor comun de cada grupo:

a@x—y+5)+b2x—y+5)
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Como las expresiones encerradas entre paréntesis son iguales se tiene:
2x—y+5)(a+b)

Ejemplo 2:
mx+2)—x—2+3kx+2)=

x+2)(m+3)—1(x+2) =
(x+2)(m+3)—-1] =
(x+2)(m+3-1)

Distinta forma de hacerlo:
mx+2)—x—2+3(x+2)=

x+2)(m+3)—1(x+2) =
x+2)[(m+3)—-1] =
(x+2)(m+3-1)

Ejemplo 3:
4a — 4b + xa — xb

En este ejemplo se agrupan los términos 4a y 4b (ya que entre hay factor comidn “4” entre estos). Ahora, los
términos xb con xa (ya que hay factor comun “x” entre estos).

Al sacar factor comun 4 en los primeros dos términos, queda:

4(a —b)
Al sacar factor comun x en los dos ultimos términos, queda:

x(a—Db)

4(a—b)+x(a—>b)
Los resultados del factor comun en las dos agrupaciones son (a - b). Entonces, este sera el factor comun.
(a—b)(4+x)

En este polinomio, se puede agrupar de otra forma: 4a con xa entre un paréntesis y 4b con xb en otro paréntesis.

Pero cuando se saca el factor comun “positivo” en ambos grupos, entonces quedara lo siguiente:

4a — 4b + xa — xb = se han agrupado 1ro con 3ro,y 2do con 4to éSe puede sacar factor comiin negativo?
a4+ x) + b(—4 — x) Si, y en algunos casos es util hacerlo, por
= se saca factor comun en las dos agrupaciones ejemplo en el caso "Factor Comun en

grupos".

Se puede ver que los resultados no son idénticos: (4 + x) por un

lado, y (—4 — x) por otro lado. Si sacamos factor comun negativo, cada

término queda con el signo contrario al que

, . L N tenia originalmente.
Esto hace mas complejo al ejercicio, lo cual no significa que no se

pueda hacer asi. Por ejemplo:

Entonces, es necesario sacarle un factor comuin negativo. 5a —5b — 5¢c 4+ 5d = —5.(—a + b + ¢ — d)

En el primer paso quedaron los signos opuestos para los dos Si usamos la regla de los signos en cada
términos. Pero en el segundo paso, "se saca el menos afuera y un division veremos coémo cada resultado queda
con el signo contrario al del término original.
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cambio de signos" (lo que en realidad es encontrarle un factor comin negativo.

En un ejemplo como éste, al sacar factor comun "b", podriamos ir "especulando" que si sacara factor comun "-b",

me quedarian bien los signos.

a(4 + x) — b(4 + x)
4 + x)(a — b)

EJERCICIO 03: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de factorizacién por agrupacion de términos.

1. 4a + 4b + xa + xb
3.4a — 4b + xb — x

5. a’b® —n* + a?b3x? — n*x? —3a3b3x + 3n*x

2.4a + 4b + xb + xa
4.—4a — 4b — xa — xb)

6. a’> + ab + ax + bx

8.3x2 +6x +4x +8
10.a% — 2a? + 4xa — 8x

7.2x% 4+ 8x + 3x + 12
9.3x2 — 6x — 4x + 8)
11.4x2%y — 6x% — 3y? + 2y3 12. 2m?p? —3p — 6m? + p?

— - 1 1
13.4ax —9b + 3a — 12bx 14'§x3y — 3xy? — : x%z + 3yz
15.—13xy? — 26xy +y + 2

CASO TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Es el trinomio (polinomio de tres términos) tal que, dos de sus términos son cuadrados perfectos y el otro término
es el doble producto de las bases de esos cuadrados. Su denotacion es: a®? — 2ab + b?

Es un trinomio cuadrado perfecto; si el primer y tercer término tienen raiz cuadrada exacta (de su literal como del
coeficiente) y el término de en medio (segundo término) es el doble del resultado de la multiplicacion entre la raiz
cuadrada del primer y tercer término.

Por ejemplo:
36x% + 12xy? + y*

V36x2 + 12xy? + \[y*
| y

6x y?

~_ "

2 x (6x)(y%)
12xy?
Comprobando que el doble del resultado de la multiplicaciéon entre las raiz cuadrada del primer como del tercer
término, es el término de en medio (o segundo término) del polinomio original. Se coloca entre paréntesis la suma
de estos y se elevan al cuadrado. Esta sera la factorizacidn del polinomio original:
(6x + y*)?

La combinacién de signos (en este caso) es segun la ley de signos.

36x2 + 12xy? + y* = (6x + y?)?

)

+ por += +
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En el trinomio cuadrado perfecto los términos cuadrados son siempre positivos, en cambio el término del doble
producto puede ser negativo; en este caso debe ser negativo uno de los términos del binomio cuyo cuadrado es el
trinomio dado, del ejemplo anterior tenemos:

(- =(f-¥ X6x-¥)
=(fef - 123y + (¥)°

O tarntién asf
-6 =(-62)(¥ - 6x)
= (6 - 1257 + ()"
Ambas son respuestas aceptables.
IDENTIFICAR SI UN TRINOMIO ES CUADRADO PERFECTO
Un trinomio ordenado con relacién a una letra es cuadrado perfecto cuando la primera y tercer letra son cuadrados
perfectos (o tienen raiz cuadrada exacta) y son positivos y el segundo término es el doble producto de sus raices

cuadradas.

Por ejemplo:
25+1[lxy+x2f =(S+xy)2

1+al%= 2% =(l =a*?
2252 + 25mfn® — 15022mn?® =(15:2 + Smrf)

EJERCICIO 04: a continuacion se te presentan casos de factorizacion de la forma trinomio cuadrado perfecto, en
hojas aparte y como te lo indique el catedratico realiza encuentra las soluciones correspondientes a cada uno.

1. a® - 2ab + b? 2.49m® — 70am3n? + 25a%n* 3.9b?% — 30ab + 25a?
4. b2 — 12b + 36 5. 16m? — 40mn + 25n? 6.25a%c? + 20acd + 4d?
7.4x% — 20xy + 25y? 8. 25x2+30x +9 9.3a3 + 24a%b + 48ab?

10. 100x° — 60c*x>y® + 9cBy1?

CASO DIFERENCIA DE CUADRADOS

Se le llama diferencia de cuadrados al binomio conformado por dos términos a los que se les puede sacar raiz
cuadrada exacta.

Producto de la suma por Ila

Al estudiar tener en mente los productos notables, teniamos que: diferencia de dos cantidades.
(a+H(a—t) = a2 _p? Basicamente se escriben asi:
(a + b)(a-Db)
En donde el resultado es una diferencia de cuadrados, pero para esta
seccion es el caso contrario: Si los multiplicamos queda:
2 3o . —
-t = (@a+b-b (a+b)a—b)=a’—ab+ab—1bP= o —b?

. . . . Entonces el producto notable es:
Donde siempre la diferencia de cuadrados es igual al producto de la P

suma por la diferencia de sus bases. 2 .2
(attla-b)y=a"-b

Procedimiento:
Se lee: la suma de dos cantidades

v Se extrae la raiz cuadrada de ambos términos. multiplicada por su diferencia es igual
a la diferencia de sus cuadrados.
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v" Se multiplica la suma por la diferencia de estas cantidades (el segundo término del binomio negativo
es la raiz del termino del binomio que es negativo).

Factorizar % —32 raices: |x2 = x |y3 = y respuesta x+ 9x -

Ejemplos:

16m’ -9 = (4m+ 3n)4m - 3n)
Y- Ox-17 = [y+3x-Dl[y-3(x-1)] = F+3x-3(y-35+3)
49(m+n)2 ~144(mnyf = [kt 1 X toen)] [ -1 2(t-1)] = (19m -5n)(19n -51m)
CASO ESPECIAL
a? + 2a(a — b) + (a + b)?

Raiz cuadrada de:

Raiz cuadrada de:
(a—b)*=(a—b)

Doble producto sus raices:
(2 xa x(a—b) =2a(a—>b)

La expresion anterior cumple, entonces:

[(a+ (a—D)]?

(a+a—b) = (2a — b)?

EJERCICIO 05: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de factorizacion diferencia de cuadrados.

1. (1 — a)? 2.16x% — 25y* 3.49x2y%21% — q12 4.a?" — 9p*™m
5 a? b* 6. 9a% — 25b? 7.4x% -1 8. 3x?—-12
"4 9
a? 9 10. 16x> — 100 25. 2x —y)2—= @y +2)? 12. a*-b?
> e
2 _ 2,2 _ 42 25
13.4x 9 14. 7°x 4 15.7 — 2

CASO TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION Y SUSTRACCION DE TERMINOS

Se comprueba si el trinomio es cuadrado perfecto, extrayendo la raiz cuadrada al primer y tercer término; las raices
cuadradas de estos términos se multiplican por 2, y este producto se compara con el segundo término del trinomio
dado.

Si el 20 término del trinomio no es igual al producto encontrado, no es cuadrado perfecto. Por lo que se procede a
convertirlo en un trinomio cuadrado perfecto, de la siguiente manera: se le suma al 2° término la diferencia que
falta para que sea igual a producto encontrado en la comprobacién del trinomio; y ademas para que el trinomio
dado no varie hay que restarle esta misma diferencia a todo el trinomio.

Por ultimo se encuentra el resultado como en una diferencia de cuadrados perfectos (Caso IV).
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Por ejemplo:

(a* 4+ 2a* + 1) — a?
(a>+ 1% —a?
(a*+a+1)(a?—a+1)
CASO ESPECIAL ADICION DE DOS CUADRADOS
4m* + 81n*

4m* + 81n*
+36m?n? — 36m?n?

4m* + 36m?n? + 81n* — 36m?n?
(4m* + 36m?n? + 81n*) — 36m?n?
(2m? + 9n?)? — 36m?n?
(2m? + 9n? + 6mn)(2m? + 9n? — 6mn)
(2m? + 6mn + 9n?)(2m? — 6mn + 9n?)

EJERCICIO 06: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de Trinomio Cuadrado Perfecto por
Adicién/Sustraccion de Términos, y Adicion de Dos Cuadrados.

1.25* + 54a%b? + 49p* 2.81a*b® — 29a%bh*x® + 256x1° 3. x* + 64y*

4.81a* + 64b* 5.4x% +y® 6.4m® + 81n*

7. 1+ 4n* 8.64 + a'? 9.64x8 + y®

10. 4 + 625x8 11. x* +3x%+4) 12.x*+x% +1
13.16m* — 25m?n? + 9n* 14.a* + a® +1 15.4a* + 3a?b? + 9b*

CASO TRINOMIO DE LA FORMA X2 +BX + C

Procedimiento:

> Se descompone el trinomio en dos factores binomios cuyo primer término sera la raiz cuadrada del
término x2.

> El signo del primer binomio serd el mismo signo que tenga el término “bx”, el signo del segundo
binomio sera igual a la multiplicacién de los signos de “bx” y de “c”.

> Si los dos factores tienen signos iguales entonces se buscan dos numeros cuya suma sea igual que
el valor absoluto del factor “b” de “bx”, y cuyo producto sea igual al valor absoluto del factor “c”,
estos numeros son los segundos términos de los factores binomios.

> Si los dos factores tienen signos diferentes entonces se buscan dos nimeros cuya diferencia sea
igual que el valor absoluto del factor “b” de “bx”, y cuyo producto sea igual al valor absoluto del
factor “c”, el mayor de estos numeros serda el segundo término del primer factor binomio, y
el menor de estos nimeros sera el segundo término del segundo factor binomio.
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Por ejemplo:
m? +8m + 15

vm?2 + 8m + 15

(m+ HYm+ )

(m+3)(m+5)

EJERCICIO 07: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos Trinomio de la Forma: x2 + bx + c.

1. x% + 10x + 24 2. a’?—2a—24 3.a’m* + am? — 380
4. x® — 21x3m + 98m? 5.x2+4+7x +10 6.a%2 +42a + 432
7.n%* + 6n— 16 8.x2+5x+6 9.x2—7x+12

10. x% +2x — 15 11.x2+5x + 6 12. a* —2a - 15
13. n? — 6n —40 14. x2 +7x + 10 15. x% +4x —21

CASO TRINOMIO DE LA FORMA AX? +BX + C

Este tipo de trinomio se diferencia del anterior debido a que el termino al cuadrado se encuentra precedido por un
coeficiente diferente de uno (debe ser positivo). Este se trabaja de otra forma que se describe en el siguiente

procedimiento:
Factorizar  3m’+8m+5
1% paso 30m'+8m+5)  =(3m)* +8Gm) + 15
2° paso CGm X3m )

3 paso 3m  X3im
3

4° paso Gm+ X3m+ )
3

5° paso (Gm+ 3(3m+ 5)
3

Simplificar (m+ 1)(3m+ 35)

Imagen de AulaFacil.com para usos educativos.

CASO ESPECIAL
6x*+5x2 -6

(6) 6x* + (6)5x% — (6)6 =
36x% + (6)5x2 — 36 =

(6x* +9)(6x* —4)
3 x 2 B

(2x2 +3)(3x%2 - 2)
Siempre que sea posible hay que realizar la division indicada que nos queda de este tipo de trinomio, sin olvidar que
cada factor del denominador que se simplifique se corresponde a todos los términos de uno solo de los binomios.
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EJERCICIO 08: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de “Trinomio de la forma ax2 +bx + c”.

1. 2x% + 3x —2 2. 15m? + 16m — 15 3. 30x2+13x — 10

4. 6m? — 13am — 15a* = (m — 3a)(bm + 5a) 5.18a% + 17 ay - 15y?)
6.20x2+7x—6 7.18a%* —13a -5 8.6x2—7x—3
9.20x2+7x—6 10.2x% + 3x — 2 11.5x2+ 13x — 6
12.4a% + 15a + 9 13.20y2 +y—1 14.3x% — 5x — 2

15.6x*2 —5x —6

Recordando el tema de productos notables, en donde tenemos:
(a+bh)°=a"+3a%+3ab’ + 1
(a—b)’=a°- 3a°%b + 3ab®- b’
En este caso la factorizacion es realizar la operacion inversa a esta:
& +3a%b+3ab+ b= (a+ 1)’
a® - 3a’b+3ab’ - b’ = (a—b)°

Para reconocerlo se deben tomar en cuenta los siguientes puntos:

v' Debe tener cuatro términos, y estar ordenado con respecto a una letra.

v" Dos de sus términos, el 1° (a3) y el 4° (b3), deben poseer raiz cibica exacta.

v' El segundo término debe ser igual al triple producto del cuadrado de la raiz cubica del primer
término por la raiz cubica del cuarto termino [3(a)2(b)].

v'  El tercer término debe ser igual al triple producto de la raiz cubica del primer término por el
cuadrado la raiz cubica del cuarto termino [3(a)(b)3].

v El segundo y el cuarto termino deben tener el mismo signo y puede ser positivo o negativo, el
primer y tercer término siempre son positivos (si el primer y tercer término son negativos realizar
factor comun con el factor -1).

v' Si todos los términos son positivos el resultado es el cubo de la suma de dos cantidades (a + b)3, si
hay términos negativos el resultado es el cubo de la diferencia de dos cantidades (a - b)3.

Factorizar: 27a° - 84° - 54a*h? + 36ab’

Orderamos 27a° - 54a°t* + 36ab* - 8’

Raices 27 =3a 8w = ?

Productos 3304 20%) = 54a%? A3 2°F = 36ab?
Resultado (3a - 262y

CASO SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

En este caso de factorizacion es importante que tengas la nocién de lo que son productos notables:

X+y =X -xy+y -7 =2+xy+¥
Xy

X+y

Pero en la divisién exacta el dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente, efectuandolo nos queda:
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Xty = Grpei-xyry) -y = @opEirxyt P

De donde se deducen las siguientes reglas:

v La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores, el primero es la suma de sus
raices cubicas, y el segundo se compone del cuadrado de la primera raiz menos el producto de

ambas raices mas el cuadrado de la segunda raiz.

v' La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores, el primero es la diferencia de
sus raices cubicas, y el segundo se compone del cuadrado de la primera raiz mas el producto de

ambas raices mas el cuadrado de la segunda raiz.

Procedimiento:

Factorizar: 272 - 8t°
Raices 278 =32  8° = 2?
Productos (3a)? = %* (3a)(2b?) = fab?
Resultado (3a — 267 9a? + fiak? + 4b%
CASO ESPECIAL
1+ (x+y)3

[T+ x4+ =1 +y) + (x +y)?]
A+x+A-(x+y)+ &+

A+x+y)A—x—y+x*+2xy+y?)

(264 = 4u*

EJERCICIO 09: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de cuatrinomio y suma o diferencia de cubos.

1.m3 + 15m? 4+ 75m + 125 2.a®+ 3a®°+3a+1

4.125x'? + 600x8y°> + 960x*y!® + 512y'® 5. (x—y)*—8
7. 2163 — 756x%y?z 4+ 882xy*z? — 343y°z3 8. x3 —27

10.(m — 2)3+(m — 3)3 11. 27x3 —27x2+9x —1
13. 64x3 + 144x% + 180x + 27 14.a%b® + 3a®b?x + 3abx? + x3

SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES

Es importante tener la nocion de los cocientes notables, recordemos que:

a—b
a—h

3.1+4®

6.x% — 8y12
9.64x° — 125y'? — 240x°y* + 300x3y®

12. x3+§x2+§x+l
2 4 8

15.x% + 6x* + 12x> + 8

a2 an-l + &n-Qb + &n-3b2 oy, bn-l

Pero en la divisién exacta el dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente, al despejarlo nos queda:

F-tt = (a-b)(E + &+ &+

Y esto es valido para cualquier diferencia de dos potencias iguales ya sean impares o pares.
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Asi, también:
S+t = &P+ &P -+ 0% Unicamente si “n” es impar
ath

Al despejarlo nos queda:
S+ = (atb)( & P+ - H g
Que es valido para cualquier suma de dos potencias iguales impares Unicamente (con pares no funciona).

Si tomamos también:

St = &+~ — ¥ Gnicamente si “n” es par
ath

Al despejarlo nos queda:

an_bn = (a+ b)( an—l_ an-2b+ an-3b2 o e, o0 _bn-l)

Que es valido para cualquier diferencia de dos potencias iguales pares Unicamente (con impares no funciona).

Procedimiento:

v Clasificar la expresion en positiva o negativa, y en par o impar (si son positivas y pares no se
pueden realizar por este método).

v' Se sacan las raices de cada término.

v Se coloca el primer factor el cual es un binomio cuyo primer término es la raiz del primer término
dado y el segundo término es la raiz del segundo término dado.

v' El signo del primer factor (binomio) sera el mismo que tiene la expresién dada.

v" Se crea el segundo factor (un factor polinomio) en el cual existira un nimero de términos igual al
exponente de la expresidon dada (los siguientes pasos son solo para el segundo factor).

v En cada término se multiplicara el término de la izquierda por el término de la derecha de la
expresion dada

v" En el primer término del factor polinomio el factor de la izquierda tendrd un exponente igual a “n -
1”, y el factor derecho tendra un exponente de cero.

v Para los exponentes de los siguientes términos, en el caso del factor de la izquierda iran
disminuyendo en una unidad, y los del término de la derecha iran aumentando también en una
unidad (si se suman los exponentes de los dos términos siempre sera igual a n-1).

v" Si el binomio es negativo todos los términos del polinomio son positivos, si el binomio es positivo
impar los signos del polinomio se alternaran (+ 6 -) comenzando por el “+".

v" Cuando en el polinomio, el exponente del término de la derecha sea igual a n-1 damos por
terminada la respuesta.

Por ejemplo:
=1 es la diferencia
Clasificacidon m -1 expresion negativa par
Raices raiz 8 mf =m i =n
Binomio (m—mn)
Polinotmio [ () (o) (o) (o) o) (o (o (o))
Signos [+ o+ on? + mie? + rfnt + o’ + i + 0
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Respuesta

Clasificacion
Raices

Binotmio

Potinomio [(ra)(n)” ()t (o)) (oo’ () Cood*(d* (o’ (oo (o o (o))

Signos
Respuesta

EJERCICIO 10: resuelve (en hojas aparte) los siguientes casos de suma o diferencia de potencias iguales.

(m—n)( ' + rfn + ren? + wte® + mfnt + e’ + rn® + 0%

=1 es 1a suma:
1t + 0’ expresion positiva irmpar
rafz 9 n’ =m i =n

(m+ )

[t — m'n + refr? — rn® + mitnt — fn® + nfn® — on” + )

(m+ (e’ — m'n + mPrf —r'n® + 't - efn® + mPn® — mn’ + n®)

AulaFacil.com

1.a°+1 6. b* —81 11.x5 + 0,00001
2.m’ —n’ 7.b* —81 12. — 125+ 3
3. x7 +128 8.x"+1 13. —x®+64
4. x° + 32 9.x7 —y’ 14. —x%+ 64
5 x3-8 1 15. 8x3 + 27
10.x°% — —
X T 64

CASOS ESPECIALES DE FACTORIZACION

16. x° + 64
17. x7 + 1284’

18.a’x” + 128b7
19.x3 + 64y3

20. 243 — 32x°

Como complemento de lo aprendido en la unidad anterior, te mencionamos los casos especiales de cada caso de
factorizacion que aprendiste. Y, se agrega el Ultimo caso de factorizacidon que debes aprender.

CASO ESPECIAL - TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Ejemplo 1: a2 + 2a(a-b) + (a - b) 2

Raiz cuadrada de a2 = a

Raiz cuadrada de (a-b)2=(a-b)

Doble producto sus raices: (2 X a

Respuesta: (a + (a - b)) 2
(@a+a-b)=(2a-b)2
Ejemplo 2: (x +y)? - 2(x+ y)(a +

Raiz cuadrada de (x + y)? =(x +
Raiz cuadrada de (a + x)2=(a +

Doble producto sus raices: (2 X (x +y) X (a + x)) = 2(x +y)(a + x) (cumple)

Respuesta: ((x +y) - (a + x)) 2
(x

CASO ESPECIAL DIFERENCIA D

Ejemplo 1: (a - 2b)2 - (x + y)?

X (a-b) = 2a(a-b) (cumple)

X) + (a + x) 2

y)
X)

+ty-a-x)?=(y-a)?

E CUADRADOS PERFECTOS
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(a - 2b) (x +y) = Raices
Se multiplica la suma por la diferencia

Respuesta: ((a - 2b) + (x +y)) ((@a-b)- (x+vY))
(a-2b+x+y) (@a-2b-x-y)

Ejemplo 2: 16a10 - (2a2 + 3) 2
4a> (2a%? + 3) = Raices

Se multiplica la suma por la diferencia

Respuesta: ((4a° + (2a2 + 3))( 4a° - (2a2 + 3))
(485 + 2a2 + 3)(4a’ - 2a? - 3)

Ejemplo 3: 36(m + n)2 - 121(m - n)?
6(m + n) 11(m - n) = Raices

Se multiplica la suma por la diferencia
Respuesta: (6(m +n) + 11(m -n)) (6(mMm + n) - 11(m - n))
(6m + 6n + 11m -11n) (6m +6n - 11m + 11n)
(17m + 5n ) (5m +17n)

CASO ESPECIAL COMBINACION TRINOMIO CUADRADO PERFECTO Y DIFERENCIA DE CUADRADOS
PERFECTOS

Ejemplo 1: a2 + 2ab + b2 — x?
(a2 + 2ab + b?) — x2
(a+b)2—x?

Respuesta: (a+ b + x)(a + b —x)

Ejemplo 2: 1 —a? + 2ax — x?
1—(a% + 2ax —x?
1—-(a—x)?

Respuesta: (1—a + x) (1 +a + x)
Sucesivamente...
Ejemplo 3: 16a2— 1 — 10m + 9x2 — 24ax — 25m?

(16a2 —24ax + 9x2) — (1 + 10m + 25m?)
(4a—3x)2—-(1 +5m)?

Respuesta: (4a — 3x + 5m +1)(4a—3x—-5m—1)

CASO ESPECIAL FACTORIZAR LA SUMA DE DOS CUADRADOS

Ejemplo 1:
x4+ 64y*
x* + 64y*
+ 16x2y? - 16x2y?
x4 + 16x%2y?2 + 64y* - 16x2%y?
(x* + 16x2y2 + 64y*) - 16x2?y?
(x2 + 8y?)2 - 16x2y?
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Respuesta: (x2 + 8y2+ 4xy) (x2 + 8y2—4xy)
(X2 + 4xy + 8y?) (x2 —4xy + 8y?)

Ejemplo 2:
4m* + 81n*
4m* + 81n*
+ 36m?n? -36m?n?
4m* + 36m2n2 + 81n* - 36m2n2
(4m* + 36m2n? +81n%) - 36mM?2n?
(2m2 + 9n2)2 - 6m2n?
Respuesta: (2m?2 + 9n2—6mn) (2m?2 + 9n2— 36mn)
(2m2 + 6mn + 9n2) (2m2 — 6mn + 9n?)
Ejemplo 3:
81a* + 64b*
81a* + 64b*
+144a2b2 — 144a2b?

81a* +144 a2b? +64b*—144 a?b?
(81a* +144 a?b? +64b%)—144 a2h?
(9a2 + 8b2)2 — 144 a?b?

Respuesta: (9a2 + 8b2 — 12_ab) (9a2 + 8b2 — 12_ab)
(9a2 + 12_ab + 8b?) (9a2—- 12_ab + 8b?)

CASO ESPECIAL TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx + ¢

Ejemplo 1:
6x% + 5x2 - 6

(6) 6x* + (6)5%2 - (6) 6
36x4 + (6)5x2 - 36

=(6x2+9) (6x2-4)
3 X 2

= (2x2 + 3) (3x2 - 2)

Ejemplo 2:
6m? - 13am - 15a?

(6) 6m2 - (6) 13am - (6)15a2

36m2 - (6) 13am - 90 a2

(bm -18a) (6bm + 5a)
6 X 1

(m-3a) (bm + 5a)
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Ejemplo 3:
18a% + 17 ay - 15y?

(18) 18a2 + (18)17 ay - (18) 15y2
324a2 + (18) 17ay - 270y2

= (18a + 27) (18a -10)
9 X 2

= (2a + 3y) (9a - 5y)
CASO ESPECIAL SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

Ejemplo 1:
1+ (x+y)
(1 +(x+y) (12-1(x +y) +(x +y)?)

Respuesta: A+x+y) (A -(x+Yy)+(X+Yy)?)
I+x+y)(l-x-y +x2+ 2xy + y?)

Ejemplo 2:
(m-2)3 4+ (m-3)3
(m=-2)+(m-=-3)((m=-2)*-((m=-2)(m-3)+(m-3)?)
Respuesta: (M -2+ m-3)((M2-4m +4) - ((m-2) (m-3)) + (m2-6m + 9))
2m -5 (mM2-4m+4) - (m2-3m -2m + 6) + (m?2 - 6m + 9))

2m -5 (M2-4m+4-m2+3m +2m-6+ m2-6m + 9)
(2m - 5) (m2 - 5m +7)

Ejemplo 3:

(x-y)3}-8

((x=y)-2) ((x-y)2+2(x-y) +(2)?)
Respuestas: (x -y-2) (x2-2xy+ y2 + 2x- 2y + 4)
SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS IMPARES IGUALES

Cuando no es factor comun o diferencia de cuadrado perfecto se prueba la suma o diferencia de potencias impares
iguales, la primera regla es que sea suma o resta, que tengan potencias iguales pero impares.

1. Primero se extrae la raiz igual a la cantidad que estan elevados los términos.
2. A Las raices se las opera con el mismo signo, multiplicado por las raices pero en un orden siempre que es el

primer término elevado a una potencia menos a la inicial y la segunda elevado a la 0, la primera va bajando
hasta llegar a 0 y la segunda sube hasta que hasta llegar a n* potencia menos que la potencia inicial.

1) a5+ljf‘—l:a+b}|:.54 - a°h + a%h? --ah5+b4:|

a b
2) (m3 - n%) es igual a dos factores:
El primero es la diferencia de las raices de los términos (m - n)
El segundo es el primer término elevado a la 5-1=4, mas el 1° término elevadoala 5 - 2
= 3 por el 2° término elevado a la 1, mas el 1° término elevado a la 5-3=2 por el 2°
término elevado al cuadrado, mas el 1° término elevado a la 5 - 4 = 1 por el 2° término

elevado al cubo, mas el 2° término elevado a la cuarta.

=(m*+ m3n+ m2n2+ mn3+ n4)
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EJERCICIO 11: factorizar las siguientes expresiones hasta minimas expresion.

1) m5 + 32 2) x5 + 32 3)x7-1 4)1— x5 5)a’ + b7

6) ab + 243 7)32 —m® 8) 1+ 243x° 9) 243 — 32b5 10) a® — bS5

REPRESENTACION REAL
Recordemos que el Conjunto de los Numeros Reales, esta formado por niUmeros racionales e irracionales.

Con los numeros reales podemos realizar todas las operaciones, excepto la radicacion de indice par y radicando
negativo, y la divisién por cero.

LA RECTA REAL

A todo numero real le corresponde un punto de la recta y
a todo punto de la recta un numero real.

5[2
3

Yo |3 2 |7

REPRESENTACION DE LOS NUMEROS REALES OB OB
.5-4 .32-1 0 1 2 3 4 5

Los nimeros reales pueden ser representados en la recta
con tanta aproximacién como queramos, pero hay casos en
los que podemos representarios de forma exacta.

Ejemplo:
Representar: \E

Tomamos un rectangulo de base 2 y lado 1. Entonces, usando el teorema de Pitagoras sabemos que su diagonal

mide ‘fg

En efecto, pues 22 + 12 = d2, de donde, 5 = d2 y, por tanto, d = Vlg
Basta coger esta medida y transportarla con el compas (tomando centro en 0 y con radio la diagonal de nuestro

rectangulo). De este modo, representamos en la recta real el ntﬁlmero‘f’g .

S5 = 2% 4142

L ]
L ]
L ]

VALOR ABSOLUTO

Valor absoluto de un numero real a, se escribe |a], es el mismo numero a cuando —4 sia<l

es positivo o cero, y opuesto de a, si a es negativo. |a| = 3 sia»0
[5]=5 [-5]=5 |0 =0

X =2 x=-2 x=2

X]|<2 -2<x<2 xE (-2, 2)

[X|>2 x<-206x>2 (—00,-2)U (2, +0)

[x -2 |<5 =-5<x-2<5

-54+2<x< 5+2 -3<x<7

Propiedades:
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1) Los numeros opuestos tienen igual valor absoluto.
lal = |-al
Ejemplo: |5] = |-5] =5
2) El valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores absolutos de los factores.

la-b] = [a] -|b]

Ejemplo:
I5-(=2)] = |5] - [(=2)]
[-10] = [5] - |2]
10=10

3) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores absolutos de los sumandos.

la+ b| = |a| + |b]

Ejemplo:
|5+ (=2)| = [5] + [(—2)]
[3] = 5] + |2]
37

EJERCICIO CORTO 01.

1. Clasifica los niumeros (segln pertenezcan a su
conjunto numérico).

(e
]
]
]
]
o
'_I.
'_I.
=

ﬁ
o

|—-1
o

|
[y |

2. Representa en la recta numérica la siguiente 17
expresion.

3. Determina el valor absoluto de las relaciones
siguientes, y represéntalas en la recta real. |i.'

<1,|z| < 1,]z| > 1,]z] > 1
POTENCIA REAL

Una multiplicacién formada por factores iguales se puede escribir en forma de potencia: ﬁ‘.b, donde (1, conocida

como la base, es el nimero que se repite y tI), conocido como el exponente, es el nUmero de veces que se repite el
factor.

Por ejemplo, tendriamos que:

6" =6-6-6-6-6
Para este ejemplo de potencia tendriamos que la base es 6, mientras que el exponente es 5.

POTENCIAS CON EXPONENTES ENTEROS

Potencia con exponente entero positivo. Por notacion, cuando en una potencia el exponente es entero positivo,
tenemos que:

l’f.b =il 1
b veces
—a’=—(a---a),
—
b veces
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(—ﬂ.)b = E—rr.) e {—a:lj.

w
b veces

Para determinar el signo de una potencia con exponente entero tendremos en cuenta que:
1) Las potencias con exponente par son siempre positivas. Esto quiere decir que, si tenemos una
potencia 1, entonces:
e Sifl es positivo y [} es par, entonces (1 es positivo.
e Sifil es negativoy b es par, entonces (1 es positivo.
Ejemplo:

22-2.2=4

(_
(_

2) Las potencias con exponente impar siempre tienen el mismo signo que su base. Esto quiere decir

| S]

=

—

~2).(-2) =4

on
e

1= (=5).(=5)-(=5) - (—5) =625

que, si tenemos una potencia {1 , entonces:

e Sifl es positivo y b es impar, entonces ﬂ.b es positivo.
e Sl es negativo y b es impar, entonces {1~ es negativo.

Ejemplos:

(=5)° = (=5) - (=5) - (=5) - (~5) - (=5) = 3125

3) Potencia con exponente entero negativo. Una potencia con exponente negativo es igual al inverso
multiplicativo de la base de |la potencia elevado al exponente positivo (siempre que la base sea distinta de
1

cero). ASI’, tenemos que:
L (1Y 1
(1 = ; = ﬂ_b [# _f"i D
l

( ) |
Y para se cumplen las mismas propiedades mencionadas anteriormente para exponentes positivos.

Ejemplo:

EJERCICIO CORTO 02.

Calcula los valores de las siguientes potencias:

3 2 o1 0.75 o0.33:
1. 165 _ 2. 8? _ 3. 81L}.m — 4. 8L}.'3‘3'3... —
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POTENCIAS DE NUMEROS RACIONALES

1) Potencia de nimero positivo. Cuando en una potencia la base es fraccionaria, ey b trb

elevamos tanto el numerador como el denominador al exponente. (_) —_

. d db
Ejemplo:

2\* 923 8
(5) ~ 337927

2) Potencia con base fraccionaria y exponente negativo. Una potencia con base fraccionaria y
exponente negativo es igual al inverso multiplicativo de la base elevado al exponente positivo. Recordemos

qgue el inverso de una fraccion es igual a cambiar el numerador y el denominador entre si, esto es, el
C o

inverso de E e
Por lo tanto, tenemos que:
_b b
((:) B v o d
d (.' .
Ejemplo:

2\ ~? 5\ 5 12
() -G)-5-%

3) Potencia con exponente racional o fraccionario. Una potencia con exponente fraccionario es igual a
una raiz cuyo indice es el denominador de la fraccion y el exponente del radicando es el numerador.

..\
E—
L=

-
L=l

S}
o

4) Potencia de exponente racional positivo

I rr
am = ya"

Ejlemplos:

27 = /2
25 = V22 = {1

2035 _ 91 — /9

En este caso pasamos el exponente que es un decimal exacto a su fraccion equivalente.

ok
w
“d

5) Potencia de exponente racional negativo. Al igual que en los casos anteriores, cuando el exponente es
fraccionario negativo, es equivalente a elevar el inverso multiplicativo de la base al exponente positivo. Asi,
tendriamos que:

r

il 1

LEy

a’
Ejemplo:
1 1 1
2_5 = - = —,
27 V2
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PROPIEDADES DE POTENCIAS

1) Un namero elevado a 0 es igual a 1.

Por ejemplo:

=1
2) Un numero elevado al exponente 1 es igual a si mismo.

ﬁ'.l = 1.

Por ejemplo:
=T

3) Producto de potencias con la misma base. Cuando multiplicamos dos potencias con la misma base, el
resultado es otra potencia con la misma base elevada a la suma de los exponentes originales.

a - a™ = a"tm,

Ejemplo: (_2)2 . (_2)3 _ (_2)5 = —32

od 9-1 _ 9ld+(-1)) _ 93 _ g

4) Division de potencias con la misma base. Cuando tenemos la divisién de dos potencias con la misma
base, el resultado es otra potencia con la misma base elevada al exponente del numerador menos el
exponente del denominador.

Ejemplo:

5) Potencia de una potencia. Cuando tenemos una potencia de una potencia, el resultado es otra potencia
con la misma base elevada al producto de los exponentes.

nayme e
(a™)" = a™™.

Ejemplo:

)= (2P = (-2) = (_12)4 = 11

(22)% =223 = 26 = 64
2

((=

=t

6) Producto de potencias con el mismo exponente. Cuando tenemos la multiplicacion de dos potencias
con el mismo exponente, el resultado es una nueva potencia en donde la base es la multiplicacion de las
bases originales elevada al mismo exponente.
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a -b" = (a-b)".
Ejemplo:

22.32=(2.3)° =62 = 36.

()

(=2)*- 28 = ((-2)-2)* = (—4)* = —64.

7) Cociente de potencias con el mismo exponente. Cuando tenemos el cociente de dos potencias con el
mismo exponente, el resultado es una nueva potencia en donde la base es el cociente de las bases
originales elevada al mismo exponente.

Ejemplo:

1)

3) Producto de potencias con la misma base:

BREEG

32_[2)*_[2]2*3_2_£
3 3) I3 35 243

4) Division de potencias con la misma base:
a ml aY’ (a m-n
b) "\b) b
SEGRORES
3) '\3 3 3* 81
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5) Potencia de una potencia:

Ejemplo:
YT (Y _ay_r_1
2 iz l2) 2¢ B4

6) Producto de potencias con el mismo exponente:

FREEEG
[EREEE

7) Cociente de potencias con el mismo exponente:
aY .(cY (a-dY
b} "\d b.-c
Por ejemplo:
3 3 3
3Y .(2Y (21
2 7 10
EJERCICIO 12, En tu cuaderno de apuntes:

Realiza las siguientes potencias de exponente entero y base racional:

1.

Realiza las siguientes operaciones con potencias de fracciones:

gE- e
SO N

()'- R
e T e T
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13. r2\.-2 r2\.3 14. r2]2 (2 )-3 15. rz)-? "2]_3
'\§J l '\§J '\3 l . '\§ -
16. £y £y 17. r 2 18. r 34
E : 3 = 2 - 2Y
\2 \3 3 3 =

19 4y? fz?T
'-.61 l '\8

e

Halla las operaciones de fracciones con potencias:
2Y2Y (27 (Y
3 3 3 16
SY 212V 1 (2
2 3)\3 27

EJERCICIO PRACTICANDO 01.

e Y-

Primero operamos con los productos y niimeros mixtos de los paréntesis.

65 (656 (BT 65

Operamos en el primer paréntesis, quitamos el segundo, simplificamos en el tercero y operamos en el

REERTaIEI T

Realizamos el producto y lo simplificamos.

=[4 5_3_54'3'3'3]-E=[4

25 8 4 5000 5

Realizamos las operaciones del paréntesis.

_32+4125-150-2160 19 _
a 200 "5

Hacemos las operaciones del numerador, dividimos y simplificamos el resultado.

_-2153 19 10765 _ 2153
200 5 3800 760
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Opera:

25yt T 17

(EJ 12

81 1

55 .8 36 81 12 36 _
91 7 9's 7
25 12

,3.36_18_36_, 36 _42-36 6
‘2 7 3 7 7 7 ;

WO

EJERCICIO CORTO 03. Resuelve las operaciones combinadas y combinadas con potencias:
1. 2 i 1 1 3. 2 3 2 L] 2 =3 1 2
P63 GIEIG) ()
2 | (1) 5G]
2 — ]_ E + E — E — E R 1 R ? l ' 5 _ E — 2 3 3
o 8 4 5 3 2 5
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https://es.khanacademy.org/math/algebra/polynomial-factorization/factoring-quadratics-2/a/factoring-by-

grouping
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